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概 要

Tiは二つの結晶構造を持つ金属元素である．低温域においては，hcp構造を形成し加工
性は劣るが高強度な性質を持つ．また，高温域においては bcc構造を形成し，hcp構造と
比較すると強度は劣るものの加工性に優れた性質を持つ．これらは相変態することが知ら
れている．自由エネルギーが hcp構造から bcc構造Tiへの相安定性の変化を支配してい
る．第一原理計算は基底状態の計算であるが，実際に行われる実験は有限温度で計算され
る．その為，比較が困難であり，第一原理計算で有限温度のTi相変態のエネルギーを計
算する手法の開発が望まれる．
　Alの対称傾角粒界エネルギーの有限温度第一原理計算を西谷が行った．本研究では，調
和振動子近似である Einstein modelによる計算を行い，Ti相変態のエネルギー計算に適
用し計算方法を開発することを目的とし，擬調和振動子近似による Phonon-DOS法と実
験結果との比較を行い計算を進めた．
　自由エネルギーの計算において精度を高める為には熱膨張を考慮しなければならない．
そこで，bcc構造，hcp構造共に熱膨張を加え体積の変化を考慮し自由エネルギーを調べ
た．相変態の自由エネルギーに関して，低温域では hcpが高温域では bccが支配する予
想通りの結果となったが，実験結果の変態点である 1150Kよりも低い温度で自由エネル
ギーが交差する結果となった．これには，非調和振動子近似の影響が出ているからである
と考えられるが，現在解明できていない状況である．
　線膨張と体積膨張についても調べた．体積膨張はPhonon計算と比較すると，定量的に
は違うものの定性的に妥当な結果となった．しかし，線膨張は a軸，c軸共に共通点は見
られない結果となった．これは，調和振動子近似では精度よく計算できなかった為と考え
られる．
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第1章 序論

1.1 二つの構造
Tiは，図 1.1のように hcp(hexagonal close-packed)構造．bcc(body-centered cubic)構

造の二つの構造を持つ．室温では，hcp構造であるが，約 1150Kで相変態をし，それ以上
の温度では bcc構造に変態する金属である．Tiは低温域において，加工性は劣るが高強
度な hcp構造．高温域においては，hcp構造に比べて，強度は劣るものの加工性に優れる
bcc構造に相変態することが知られている．

図 1.1: hcp構造と bcc構造.
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1.2 相変態
低温で安定な I相と準安定な II相が，異なったバネ定数を持っているとすると，自由エ

ネルギーの温度依存性により，図 1.2のような形で I相と II相が変態点で交差する [1]. 自
由エネルギーが hcp構造から bcc構造への相安定性への変化を支配している．

図 1.2: 相変態.

1.3 目的
第一原理計算は基底状態の計算である.対して，実験は有限温度で計測される.Alの対

称傾角粒界エネルギーの有限温度第一原理計算を西谷が行った．本研究では，有限温度
での第一原理計算法をTiの bcc-hcp変態のエネルギーへ適用し，調和振動子近似である
Einstein modelによる計算を行い，Tiの bcc-hcp相変態のエネルギー計算に適用し計算方
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法を開発することを目的とし，擬調和振動子近似による Phonon-DOS法と実験結果との
比較を行う．
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第2章 手法

本章では計算原理と計算手順について記述する．

2.1 第一原理計算
第一原理計算とは，量子力学のシュレディンガー方程式に則り正確に解いて，原子の種

類だけから電子構造を求め，色々な物性を予測する計算である．しかし，第一原理計算は
高い精度が要求される複雑なものである．

2.2 VASP(Vienna Ab-initio Simulation Package)

VASPは第一原理量子力学計算を行うための計算化学ソフトウェアで，PAW型擬ポテ
ンシャル法と平面波基底を用いた第一原理計算パッケージである．擬ポテンシャル法は，
原子のないか電子を除いた価電子だけを考慮する方法である．そのため，全電子を計算す
るフルポテンシャル法より比較的高速な計算が可能である．また，内角電子は化学結合や
物性に影響を与えることが少ないため，より複雑な物質への適用が可能となる．本研究で
は，VASPを用いて第一原理計算を行った．VASPの計算原理についての説明は，西谷研
究室のVASP manualに詳細が記述されている [2]．

2.3 完全結晶の計算
本研究で行った計算の手順を記述する．

2.3.1 必要なファイルを用意する

� POSCAR
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� INCAR

� POTCAR

� KPOINTS

� auto calc.sh

� fix calc.sh

� einstein calc.sh

2.3.2 POSCARの値の変更

bccは等方的であるためスケールは，0.98から 1.04の範囲で 0.02ずつ変更し各スケー
ルに対し，deviationとして-0.2から 0.2の範囲で 0.1ずつ変化させる．auto calc.shと ein-

stein calc.shを用いて計算を行う．
hcpでは，a軸，c軸の独立した二つのパラメータに対し 0.98から 1.04まで 0.2ずつ変

更し各スケールに対し，deviationとして-0.2から 0.2の範囲で 0.1ずつ変化させる．更に，
a軸，c軸の変位それぞれに対して計算を行う．fix calc.shと einstein calc.shを用いて計
算を行う．
毎回，POSCARのスケールを変更し各 deviationでの計算を行う．POSCARの値変更

は，スケールを標準入力する事で自動的に変化する．

2.3.3 計算結果の table作成

rubyプログラムにより，各スケール，各 deviationにおけるエネルギーの計算結果を
tableにまとめる．

2.3.4 フィッティング

tableにした計算結果をMapleに入力し計算を行う．

� バネ定数
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� E-Vカーブ

� 各温度，スケールに依存する自由エネルギー

� 膨張係数

� 膨張した格子定数

これらについて，フィッティング，プロットを行う．

2.4 計算マニュアル
VASPで使うファイルについては，いくつもの解説があるので省略する [2][3]．ここで

は，西谷研独自の計算スクリプトを記述する．

2.4.1 auto calc.sh

auto calc.shは各スケールにおける，エネルギーを計算するプログラムであるauto calc.rb

の計算を実行する為のシェルスクリプトである．使用する asuraの番号や cpuは個人で変
更しなければならない．計算で得られるファイルの題名もここで入力する．実行したいプ
ログラムやスケールなどを入力し，qsubコマンドで asuraに提出する．

2.4.2 fix calc.sh

fix calc.shは各スケールにおける，エネルギーを計算するシェルスクリプトである．a

軸,c軸のスケールを変更した POSCARを事前に作成する．作成した全ての POSCARに
おいて毎回計算を行うディレクトリ内の POSCARにコピーする. qsubコマンドで asura

に提出する．

2.4.3 auto calc.rb

auto calc.rbは各スケールにおけるエネルギーを計算するプログラムである．
ruby auto calc.rb　’0.98,1.0,1.02.1.04’ 24
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上記のように，プログラム,スケール,cpuを記述する．bccでは auto calc.sh．hcpでは
fix calc.shを使用する．以下，auto calc.rbの動作と変更点である．

� vasp dirの作成．
vasp dirの中にPOSCARや INCARなどが入ったvasp templateの中身をコピーする．
POSCARに計算したい POSCARファイルをコピーする．コピーしたい POSCAR

ファイルの名前は手作業で記述する必要がある．

� 入力されたスケールを受け取る．

� POSCARのスケールの変更．
受け取ったスケールそれぞれについて，POSCARの一行目のスケールが変更される．

� KPOINTSと INCARファイルの選択．
使うKPOINTS,INCARのファイル名を，手作業で記述する．

� 計算が実行される．
用意した各ファイルを元に計算が実行される．

� 新たな POSCARが作成される．
各スケールにより変更された POSCARが新たな POSCARとして作成される．ス
ケールが 0.98なら POSCAR 098のように作成される．

2.4.4 einstein calc.sh

einstein calc.shは各スケール，deviation,各方位のそれぞれでのエネルギーを計算する
プログラムである．einstein calc.rbの計算を実行する為のシェルスクリプトである．使用
する asuraの番号や cpuは個人で変更しなければならない．計算で得られるファイルの題
名もここで入力する．実行したいプログラムやスケールなどを入力し，qsubコマンドで
asuraに提出する．bccでは einstein calc.shを，hcpでは fix calc.rbを使用する．
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2.4.5 einstein calc.rb

einstein calc.rbは各スケール，deviation,各方位のそれぞれでのエネルギーを計算する
プログラムである．hcpでは新たなクラスを作成し，a軸と c軸のそれぞれに対しスケー
ルを自動で変更できる仕様にしている．
ruby einstein calc.rb 0.98,1.00,1.02,1.04,1.06 ’0’ 36

上記のように，プログラム,スケール，サイト,cpuを記述しておく．事前に作成したvasp dir

を用意する．以下，einstein calc.rbの動作と変更点である．

� 入力されたスケールを受け取る．

� 入力されたサイトを受け取る．

� cpuを受け取る．

� POSCARのコピー．
計算したい POSCARを POSCARにコピーする.

使用する POSCARの名前を手作業で変更する.

� POSCARの値変更．
受け取ったスケールを元に，POSCARの一行目のスケールが変更される．

� KPOINTS,INCARのファイル選択.

使いたいファイルの名前を手作業で変更する．

� 計算実行.

用意した各ファイルを元に，各スケール，各 deviation，各方位に関しての計算が実
行される．

2.5 状態緩和
　第一原理計算を行う際に，原子配置を決定する事が必要である．最適である構造は，

各原子に外部からのエネルギーがかからない状態である．スケール等において，文献値が
ずれている為注意する必要がある．VASPは基底状態の計算である為，モデルでのエネル
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ギーの計算を行っても，考案した結晶構造が最適でない場合がある．そこで，状態緩和さ
せるために第一原理計算を行い，原子に働くエネルギーを計算し構造の状態緩和を行う．
得られた計算結果より，原子を移動させ，原子に働く力を計算する．そして，その構造に
対して第一原理計算を再度行うことを繰り返し最安定の構造を調べる．

2.6 Einstein model

有限温度計算に，Einstein法を用いた.Einstein modelは原子がそのサイトに釘付けさ
れて，その周りを熱振動しているモデルである．[4]そのモデルを表したのが，図 2.1であ
る.原子それぞれのサイト iでの有限温度での Helmholtz 自由エネルギー Fiは，

Fi = E0
i − kBT lnZi (2.1)

= E0
i − kBT

∑
j=x,y,z

ln

(
exp(−ℏωj/kBT )

1− exp(−ℏωj/kBT )

)
(2.2)

で求められる．ここでE0
i は基底状態のエネルギーを，ωj は x, y, z 方向のバネ定数から

求めた振動数を表している．
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図 2.1: Einstein model.
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第3章 結果

bcc構造と hcp構造についての計算とプロットを行った．bcc計算に関して，ユニット
セル 2x2x2の 16原子とユニットセル 3x3x3の 54原子の二通りで計算を行った．以後，16

原子での計算を bcc 222，54原子での計算を bcc 333として記載する．

3.1 bcc 222の計算

3.1.1 状態緩和

ユニットセル 2の 16原子で最安定値の計算を行った．POSCARのスケールを 0.76か
ら 0.90まで 0.02ずつ変更しエネルギーの計算を行った．その結果を用いて，mapleで線
形最小二乗法を用いて関数にフィットし求めたのが図 3.1である．横軸にスケール，縦軸
に一原子あたりのエネルギーを取る．最安定値をとるスケールは 0.814であった．この結
果を元に POSCAR full relaxedを作成し，Einstein計算を行った．

3.1.2 Einstein計算

POSCAR full relaxedを用いて自由エネルギーの温度依存性についての計算を行った．
スケールを 0.98から 1.08まで 0.02ずつ，deviationを-0.2から 0.2まで 0.1ずつ変更しそ
れぞれでのエネルギーを求めた．dev=0の時に全てのスケールにおいて最安定のエネル
ギーをとる予想であったが，1.08Åの時に最安定エネルギーを取らない結果となった．図
(3.2)で各 deviationでのエネルギーの値をプロットした．横軸に deviation,縦軸にエネル
ギーを取る．スケールが 0.98から 1.06までは，図 3.2(a)のスケール 1.04Åのように安定
した結果となったがスケール 1.08Åでは図 3.2(b)のように，deviationが 0の時に安定し
ないことがわかる．
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図 3.1: bcc 222最安定値.
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図 3.2: bcc 222の各 deviationでのバネ定数のフィッティングの様子,(a)スケール 1.04,(b)

スケール 1.08.

16



3.1.3 自由エネルギーの温度依存性

次に，自由エネルギーの温度依存性についてのプロットを行った．図 3.3(a)は自由エネ
ルギーのポテンシャル曲面，(b)は自由エネルギーの体積断面を表している．ポテンシャ
ル曲面では x軸にスケール，y軸に温度，z軸にエネルギーをとる．体積断面では横軸に
体積，縦軸にエネルギーを取る．ポテンシャル曲面での各温度での体積とエネルギーの曲
線を取ってきたものが体積断面である．体積 1.08の時にポテンシャル曲面 (a)でゆらぎが
見られ，(b)では変態点である 1150Kでの体積断面が安定しない結果となった．

図 3.3: bcc 222の自由エネルギーの温度依存性,(a)ポテンシャル曲面，(b)体積断面.

3.1.4 熱膨張係数

熱膨張係数は体積断面の最低値より求められる．スケール 1.08の時にゆらぎが見られ，
その影響により 1150Kの熱膨張係数は取ることが出来なかった．800Kまでの熱膨張係数
をプロットしたのが図 3.4である．横軸に温度，縦軸に熱膨張率を取る．
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図 3.4: bcc 222の熱膨張係数.
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3.2 bcc 333の計算

3.2.1 状態緩和

ユニットセル 3の 54原子で最安定値の計算を行った．2x2x2の時のPOSCARの格子定
数を元にPOSCARを作成した．スケールを 0.96から 1.4の範囲で 0.02ずつ変更し最安定
値の計算を行った結果をプロットしたのが図 3.5である．横軸にスケール，縦軸に一原子
あたりのエネルギーを取る．最安定値の結果最安定エネルギーのスケールは約 1.00であっ
た．この結果を元にスケール 1.00ÅのPOSCARをPOSCAR full relaxedとし，Einstein

計算を行った．

図 3.5: bcc 333の最安定値.

3.2.2 Einstein計算

bcc 222と同様にスケールを 0.98から 1.08の範囲で 0.02ずつ，deviationを-0.2から 0.2

の範囲で 0.01ずつ変更し，エネルギーを求めた．スケールが 0.98から 1.08の全てでdev=0
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の時に最安定のエネルギーを取る結果となった．スケールが 1.04と 1.08の時のエネルギー
をプロットしたものが図 3.6である．横軸に deviation,縦軸にエネルギーを取る．スケー
ル 1.04も 1.08も同様に deviationが 0の時に最安定のエネルギーを取っていることがわか
る．ユニットセル 2の時よりも予想通り安定する結果となった．

図 3.6: bcc 333の各 deviationでのバネ定数のフィッティングの様子,(a)スケール 1.04,(b)

スケール 1.08.

3.2.3 自由エネルギー温度依存性

次に，自由エネルギーの温度依存性についてプロットを行った．図 3.7(a)は自由エネル
ギーのポテンシャル曲面，(b)は自由エネルギーの体積断面を表している．ポテンシャル
曲面では x軸にスケール，y軸に温度，z軸にエネルギーをとる．体積断面では横軸に体
積，縦軸にエネルギーを取る．ポテンシャル曲面での各温度での体積とエネルギーの曲線
を取ってきたものが体積断面である．
ユニットセル 2の時の結果とは違い (a)のポテンシャル曲面でスケール 1.08Åの時にゆ
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図 3.7: bcc 333の自由エネルギーの温度依存性,(a)ポテンシャル曲面，(b)体積断面.
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らいでいないことがわかる．(b)の 1150Kでの体積断面でも bcc 222よりも安定した結果
となった．
体積断面の最安定値より熱膨張係数をプロットしたのが図 3.8である．これは，体積断

面の最安定値を各温度で取った結果である．横軸に温度，縦軸に熱膨張係数を取る．bcc

＿ 222では 800Kまでしか最安定値を取れなかったが，bcc 333では 1150Kまで取ること
が出来た．

図 3.8: bcc 333の熱膨張係数.

3.3 hcpの計算

3.3.1 状態緩和

4原子でエネルギーの最安定値を求める計算を行った．hcp構造は a軸と c軸が独立し
た変数である．この二つを独立パラメータとして最安定までの計算を行う必要がある．a

軸と c軸のスケールを 0.94から 1.04の範囲で 0.02ずつ変更し POSCARを作った．すな
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わち，6x6の 36個のPOSCARでのエネルギーの値をプロットした．結果をプロットした
のが図 3.9である．手前に a軸のスケール，奥行きに c軸のスケール，縦にエネルギーを
取った．これにより求められた最安定エネルギーのスケールで状態緩和を行い，計算を
行った．

図 3.9: hcpの最安定値.

3.3.2 POSCARの拡張

最安定値では 4原子の単一ユニットセルで計算していた．次にバネ定数を求めるにはユ
ニットセルを拡張する必要がある．その為，POSCARの情報を 2x2x2ユニットセルに拡張
した．森川が拡張したPOSCARと西谷が拡張したPOSCARが原子配置を確認するプログ
ラムSketch viewで差異があった．違いを示したのが図 3.10である．森川作のPOSCAR(a)

では四角形を構成している．西谷作のPOSCAR(b)では六角形が視覚的に確認ができる．
今回は西谷が作成したPOSCARでEinstein計算を進めることとした．hcp構造は，六方
最密構造である．森川作のPOSCARでは図 (a)のように四角形のモデルが構成され，妥
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当ではないと考えた．西谷作の POSCARでは図 (b)のように六角形を構成し，hcpのモ
デルとして妥当であると考え西谷作の POSCARで計算を行うこととした．

図 3.10: POSCARの Sketch view,(a)森川 (b)西谷.

3.3.3 Einstein計算

bccは等方的であったが，hcpは異方的である．その為，bccでは体積と deviationのみ
を変更し計算を行ったが，hcpでは a軸と c軸の独立性を加味して計算する必要があった．
よって，体積 0.98から 1.04まで 0.02ずつ，deviationを-0.2から 0.2まで 0.01ずつ，更に
a,c軸の変位についてそれぞれエネルギーの計算を行った．その結果を元に体積ごとに各
方向での各 deviationのエネルギーをプロットした．横軸に deviation,縦軸にエネルギー
を取る．例として，図 3.11で [a,c]のスケールを変更した例を二つ示した．それぞれの体
積でフィッティングにズレがあることがわかる．
上記のように，a軸,c軸の独立性に対してフィッティングを行い各体積でのバネ定数を

求め，それらより体積に依存するバネ定数の多項式を作成した．
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図 3.11: スケール別エネルギープロット．
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3.3.4 自由エネルギーの温度依存性

各方向のバネ定数を含んだ自由エネルギーの温度依存性を求めた．まずは，各温度，各
体積での自由エネルギーのプロットを行った，600Kと 1200Kのプロットを行ったのが図
3.12である．横軸には a軸と c軸のスケール，縦軸に一原子あたりのエネルギーを取った．
赤玉には，各温度での最安定エネルギーを三次元プロットしており，その点をとることで
自由エネルギーの温度依存性についてのプロットを行ったのが図 3.13である．

図 3.12: 各温度，各スケールでのエネルギー,(a)600K,(b)1200K.

3.3.5 熱膨張と体積膨張

各温度で最安定エネルギーを取る体積を元に熱膨張係数をプロットした．図 3.14で (a)

で a軸，(b)で c軸の熱膨張係数をプロットした．横軸に温度，縦軸には熱膨張率を取る．
a軸,c軸共に短調に増加する結果となった．
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図 3.13: 自由エネルギーの温度依存性
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図 3.14: hcp熱膨張係数.
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第4章 考察

4.1 相変態
bccと hcpの自由エネルギーの温度依存性について同時プロットを行った．図 4.1(a)で

は，bcc 222と hcpの自由エネルギーの温度依存性，図 4.1(b)では bcc 333の自由エネル
ギーの温度依存性を表している．横軸には温度，縦軸には一原子あたりのエネルギーをと
る．青色で示しているのが hcp，赤色が bcc 222,黒色が bcc 333である．

図 4.1: bcc,hcpの相変態エネルギー.

交差している温度に注目すると,(a)では約 700Kの時に，(b)では約 900Kで交差してい
ることがわかる．Tiの相変態がの変態点は約 1150Kであり，予想では 1150Kで交差する事
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を目指したが今回は違う結果となった．しかし，高温になるにつれ hcpよりも bccの自由
エネルギーが安定になって行くことはTiの変態においては定性的に妥当な結果となった．

4.2 熱膨張率と体積膨張

4.2.1 熱膨張を含む格子定数

熱膨張を含んだ格子定数についてプロットを行い，西谷研の清原が行ったPhonon計算
の結果との比較を行った [5]．図 4.2がその図である．(a)は aの熱膨張を含んだ格子定数，
(b)cの熱膨張を含んだ格子定数である．横軸に温度，縦軸に熱膨張を含んだ格子定数を表
す．黒丸が今回の研究結果であり，白丸が　Phonon計算の結果である．比較の結果，定
性的にも定量的にもあまり近い点は見られなかった．

図 4.2: (a)a軸,(b)c軸の熱膨張の比較.
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4.2.2 体積膨張

次に，体積膨張について調べた，西谷研の清原が行ったPhonon計算と今回の研究結果
との比較を行った．図 4.3が比較を示した結果である．横軸に温度，縦軸に熱膨張を含ん
だ体積を示す．黒丸では今回の研究結果を白丸ではPhonon計算の結果を示している．

図 4.3: 体積膨張を含む体積膨張.

比較の結果，定量的には同一性は見られなかったが 1100Kからは定性的に近い結果と
なった．

4.2.3 本研究とPhonon,実験結果との比較

本研究と，Phonon計算，実験結果の比較を行った [6]．縦軸に膨張係数，横軸に温度を
とる．本研究の結果，Phonon計算，実験結果を表すのが図 4.4の (a),(b),(c)である．結果
として，本研究では a軸が一番下を取り，他の結果は c軸が一番下を取っている．比較対
象の Phononと実験結果のどちらとも違う結果となった．
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しかし，注目する点を体積膨張の係数にすると低温域ではPhonon計算と近い値を取る
結果となった．

図 4.4: 膨張係数 (a)本研究,(b)Phonon計算,(c)実験結果.
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第5章 総括

本研究では，有限温度第一原理計算をTiの hcp-bcc相変態のエネルギーの計算に適用
し新たな計算法を開発することを目的としてきた．自由エネルギーの計算の結果，低温域
では hcpが，高温域では bccが支配すると言う予想通りの結果となった．しかし，実験で
の変態点は約 1150Kであるが今回の研究結果では自由エネルギーの交差する変態点にお
いて bcc 222では約 700K,bcc 333では約 900Kと定量的に違う結果となった．bcc計算の
際に非調和の影響があったからであると考えられるが，現在その課題については未解明で
ある．また，熱膨張を加味した格子定数と熱膨張係数では，定性的には同じ部分はあるも
のの定量的には違う結果となった．これは，調和振動子近似では精度良く計算できなかっ
たからであると考えられる．以上の結果，定性的に実験結果を再現できた部分もあった
が，定量的に違う部分があり不完全である．今後，計算法の確立の為に課題の解決と，計
算手順と過程の精査を行って行くことが必要であると考える．
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